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Реферат
Введение. Практически не существует надежной методики осуществления сдвига 
пород по реальным трещинам массива (натурного эксперимента), преобладают 
лабораторные исследования на эквивалентных материалах. Столь упрощенный подход 
крайне неточен и не отражает истинную геометрию поверхностей ослабления. 
Необходимо проводить эксперименты с горной породой и присущей ей реальной 
трещиной, поскольку реальные трещины далеки от такой идеализированной модели.
Актуальность. Потеря устойчивости горных выработок (как подземных, так и 
открытых) в трещиноватых породных массивах определяется, как правило, сдвигом 
пород по трещинам отдельности. Однако геометрия природной трещины может 
быть установлена только по ее следу на обнажении пород, доступа к ее поверхности в 
натурных условиях, как правило, нет. В связи с этим исследования, направленные на 
прогноз рельефа трещины по ее следу на обнажении, являются актуальными.
Цель работы – разработка методов и средств прогноза фрактальных характеристик 
поверхности ослабления пород (трещины) для оценки устойчивости выработок в 
трещиноватых массивах.
Методология исследований – фрактальный анализ с применением прикладных и 
специально разработанных программ для получения матрицы координат характерных 
точек поверхности трещин.
Результаты и выводы. С помощью разработанной технологии автоматизированного 
извлечения матрицы координат получены координаты поверхностей реальных трещин. 
Проведен фрактальный анализ для каждого из образцов и рассчитана фрактальная 
размерность. Установлено, что технология автоматизации извлечения координат 
поверхности трещин и разработанная компьютерная программа позволяют провести 
анализ поверхности даже сложных трещин, оценить геометрию поверхности трещин 
в образцах или получить информацию о характеристиках рельефа поверхностей 
скольжения трещиноватых массивов.

Ключевые слова: горные породы; фрактальная размерность; поверхность трещины; 
сдвиг по трещине; структура поверхности.

Статья подготовлена при выполнении Гос. задания № 075-00410-25-00, № гос. рег. 
125070908257-0, тема 1 (2025–2027) «Методология обоснования перспектив 
технологического развития комплексного освоения минерально-сырьевых ресурсов 
твердых полезных ископаемых России (FUWE-2025-0001)».

Введение. Исследование устойчивости обнажений горных пород является важ-
нейшей научной и практической задачей в горном деле. Ее решению посвящено 
большое количество работ, где в качестве критериев устойчивости используются 
соотношения действующих напряжений и прочности породного массива. При этом 
теория вопроса нередко сводится к рассмотрению идеально упругой или идеально 
сыпучей среды. Однако потеря устойчивости трещиноватых массивов определяется 
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преимущественно сдвигом пород по трещинам. Надежной методики осуществле-
ния сдвига пород по реальным трещинам массива (натурного эксперимента) прак-
тически не существует, поэтому преобладают лабораторные исследования на экви-
валентных материалах. При этом условия подобия либо не учитываются, либо со-
всем не рассматриваются, а реальный профиль трещины заменяется зубцами геоме-
трически правильной формы [1]. Очевидно, что столь упрощенный подход крайне 
неточен и не отражает истинную геометрию поверхностей ослабления. Реальные 
трещины далеки от такой идеализированной модели, поэтому нужно проводить экс-
перименты с горной породой и присущей ей реальной трещиной. 

Методология. В настоящее время наиболее адекватным признается подход  
Н. Бартона [2, 3], который выделил две стадии сдвига, определяемые соответ-
ственно уравнениями: 
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материалах. При этом условия подобия либо не учитываются, либо совсем не 
рассматриваются, а реальный профиль трещины заменяется зубцами 
геометрически правильной формы [1]. Очевидно, что столь упрощенный подход 
крайне неточен и не отражает истинную геометрию поверхностей ослабления. 
Реальные трещины далеки от такой идеализированной модели, поэтому нужно 
проводить эксперименты с горной породой и присущей ей реальной трещиной.  

Методология. В настоящее время наиболее адекватным признается подход 
Н. Бартона [2, 3], который выделил две стадии сдвига, определяемые 
соответственно уравнениями:  

 
( )ост ш трtg lg / ;K Cτ  = σ σ σ ϕ + +

 
[ ]ост вtg ,Cτ = σ ϕ + α +  

 
где τ, σ – касательные и нормальные напряжения; φост и С – определяемые в 
опыте значения угла внутреннего трения и сцепления; Kш – коэффициент 
шероховатости; σтр – прочность при сжатии материала стенок трещины; αв – 
угол волнистости.  

Границей между двумя стадиями сдвига является величина напряжений σтр = 
σтр/10(αв/Kш). 

При изучении трещиноватости горных пород определение геометрии 
поверхности трещин является важнейшей задачей. Для прогноза сдвига пород 
по трещинам необходимы количественные оценки неровности поверхности. 
Проведено профилирование поверхности трещин образцов гранита и базальта 
(рис. 1, а, в).  

Координаты поверхностей трещин определялись двумя способами. При 
одном на поверхности берегов трещины с точностью 0,1 мм определялись 
превышения ординат по параллельным сечениям с сеткой измерений 2 мм [4]. 
При втором – экспортировались координаты с оцифрованных поверхностей 
гранита и базальта (рис. 1, б, г). 

В отличие от первого способа, где поверхности трещин покрывались 
равномерной сеткой точек через определенные расстояния, при втором сетка 
точек имела случайный характер, однако количество точек было значительно 
увеличено.  

Как доказано многочисленными исследованиями [5–7], трещины в скальных 
породах являются фрактальными объектами. В связи с этим их поверхности 
могут характеризоваться фрактальной размерностью, которая на практике 
обычно определяется методом циркуля или методом покрытия [5]. 
Использование метода циркуля для оценки фрактальной размерности 
поверхностей не представляется возможным из-за его ограничений [7]. Наряду с 
методом покрытия (box-counting method) могут быть использованы и другие [8–
12]. 

Классическая процедура определения фрактальной размерности поверхности 
методом покрытия заключается в следующем. На измеряемую поверхность 
наносится кубическая сетка с размером ячейки 1/3n, n – длина ребра ячейки 
покрытия. Подсчитывается минимальное количество кубов, покрывающих 
данную поверхность Nn(S). Фрактальная размерность определяется из 
соотношения: 

 
( )

( )0

log
lim ,

log 3
n

n

N S
D ε→=  (1) 

 
где ε – размер кубической сетки. 

В работе [4] авторами предложено проводить анализ поверхности трещин 
двумя способами. Первый – исследование совокупности различных сечений 
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материалах. При этом условия подобия либо не учитываются, либо совсем не 
рассматриваются, а реальный профиль трещины заменяется зубцами 
геометрически правильной формы [1]. Очевидно, что столь упрощенный подход 
крайне неточен и не отражает истинную геометрию поверхностей ослабления. 
Реальные трещины далеки от такой идеализированной модели, поэтому нужно 
проводить эксперименты с горной породой и присущей ей реальной трещиной.  

Методология. В настоящее время наиболее адекватным признается подход 
Н. Бартона [2, 3], который выделил две стадии сдвига, определяемые 
соответственно уравнениями:  
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Границей между двумя стадиями сдвига является величина напряжений σтр = 
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(рис. 1, а, в).  
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превышения ординат по параллельным сечениям с сеткой измерений 2 мм [4]. 
При втором – экспортировались координаты с оцифрованных поверхностей 
гранита и базальта (рис. 1, б, г). 

В отличие от первого способа, где поверхности трещин покрывались 
равномерной сеткой точек через определенные расстояния, при втором сетка 
точек имела случайный характер, однако количество точек было значительно 
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могут характеризоваться фрактальной размерностью, которая на практике 
обычно определяется методом циркуля или методом покрытия [5]. 
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покрытия. Подсчитывается минимальное количество кубов, покрывающих 
данную поверхность Nn(S). Фрактальная размерность определяется из 
соотношения: 

 
( )

( )0

log
lim ,

log 3
n

n

N S
D ε→=  (1) 

 
где ε – размер кубической сетки. 

В работе [4] авторами предложено проводить анализ поверхности трещин 
двумя способами. Первый – исследование совокупности различных сечений 

                                                    (1)
   

где ε – размер кубической сетки.
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В работе [4] авторами предложено проводить анализ поверхности трещин дву-
мя способами. Первый – исследование совокупности различных сечений поверх-
ности, второй – анализ координат всей поверхности как единой совокупности. 
При исследовании сечений по различным профилям (линиям) на поверхности 

 
Рисунок 1. Поверхности трещин: фотографии гранита – а; базальта – в; оцифрованные  
                                                модели: гранита – б; базальта – г 
Figure 1. Fracture surfaces: photos of granite – а; basalt – в; digitized models of granite – б;  
                                                                      basalt – г 
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через равные интервалы Δх определяются координаты превышений Δz от некото-
рой нулевой плоскости. Строится профилограмма в виде графика функции 
Z = f (x). 
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Всю кривую разбивают на минимально возможные отрезки δ0, соответствую-
щие разрешающей способности метода. На каждом отрезке определяются коор-
динаты точки поверхности xi, zi. Затем кривая разбивается на секции длиной δ0Ni 
с последовательным изменением числа разбиений. Для каждой секции вычисля-
ются дисперсии S2(x), S2(z) и среднеквадратические отклонения Sx, Sz. При нали-
чии фрактальных свойств поверхности наблюдаются соотношения:

   

 
 
 

3 
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поверхности, второй – анализ координат всей поверхности как единой 
совокупности. При исследовании сечений по различным профилям (линиям) на 
поверхности через равные интервалы Δх определяются координаты превышений 
Δz от некоторой нулевой плоскости. Строится профилограмма в виде графика 
функции Z = f (x).  

Всю кривую разбивают на минимально возможные отрезки δ0, 
соответствующие разрешающей способности метода. На каждом отрезке 
определяются координаты точки поверхности xi, zi. Затем кривая разбивается на 
секции длиной δ0Ni с последовательным изменением числа разбиений. Для 
каждой секции вычисляются дисперсии S2(x), S2(z) и среднеквадратические 
отклонения Sx, Sz. При наличии фрактальных свойств поверхности наблюдаются 
соотношения: 

 
~ ;         ~ .dx dz

x zS N S N  (2) 
 

где dx, dz – показатели степени. 
По наклону графиков в двойном логарифмическом масштабе определяются 

величины показателей степени dx и dz. В общем случае среднеквадратические 
отклонения связаны между собой показателем Херста Н в виде [13]: ~ .H

z xS S  
Тогда из уравнений (2) следует, что H = dz/dx. 
Поскольку показатель Херста изменяется от 0 до 1, то dz < dx. В частном 

случае dx = dz = 1/df , имеет место самоподобная фрактальная кривая. Для 
самоаффинных фракталов dx = 1 и 0 < dz < 1. Для изотропной поверхности 
фрактальная размерность определяется усредненным значением < H > по разным 
профилям как df 2 = 2 + < H >. Размерность самого профиля, т. е. кривой Z = f (x) – 
df 1 = 1 + H, может интерпретироваться как степень изрезанности рельефа 
поверхности. Вычисляя df1 по различным профилям, можно оценить степень 
анизотропии поверхности. 

Фрактальную размерность всей поверхности предлагается определять из 
выражения: 

 
3 – .D H=  (3) 

 
В отличие от классической интерпретации, где покрытие осуществляется 

кубами, применительно к поверхности трещин рекомендуется использовать 
параллелепипеды с высотой, пропорциональной превышениям. В этом случае в 
формуле: 

 
[ ( )],ln ~ lnLi N Li  (4) 

 
Li – будет отражать величину превышений, а угол наклона логарифмической 
линии соответствовать показателю Херста Н. Фрактальная размерность 
поверхности определится из выражения (3). 

Реализация такой методики показала, что для трещины в образце гранита 
размер превышений находится в интервале от 0 до 8,37 мм при размерах 
проекции трещины 90 × 98 мм. Основание параллелепипедов покрытия приято 2 
× 2 мм. Их высота последовательно менялась со следующим шагом: L, мм – 0,1; 
0,2; 0,25; 0,5; 0,75; 0,9; 1,0; N(Li) – 994; 611; 516; 293; 212; 191; 170. 
Логарифмическая зависимость (4) приведена на рис. 2. 

Все опытные точки практически точно ложатся на логарифмическую линию, 
что подтверждает фрактальные свойства поверхности трещины. Показатель 
Херста Н = 0,772, фрактальная размерность поверхности DL = 2,228.  

Реализация этой же процедуры в компьютерной программе для трещины 
базальта показала следующие результаты: L, мм – 0,2; 0,3; 0,5; 0,8; 1,0; 1,2; 1,5; 
1,8; 2,0; N(Li) – 1614; 1319; 931; 666; 547; 469; 384; 326; 291. График 

                                             (2)
   

где dx, dz – показатели степени.
По наклону графиков в двойном логарифмическом масштабе определяются ве-

личины показателей степени dx и dz. В общем случае среднеквадратические откло-
нения связаны между собой показателем Херста Н в виде [13]: Sz ~ Sx

H.
Тогда из уравнений (2) следует, что H = dz /dx.
Поскольку показатель Херста изменяется от 0 до 1, то dz < dx. В частном случае 

dx = dz = 1/df , имеет место самоподобная фрактальная кривая. Для самоаффинных 
фракталов dx = 1 и 0 < dz < 1. Для изотропной поверхности фрактальная размерность 
определяется усредненным значением < H > по разным профилям как 
df 2 = 2 + < H >. Размерность самого профиля, т. е. кривой Z = f (x) – df 1 = 1 + H, может 
интерпретироваться как степень изрезанности рельефа поверхности. Вычисляя df 1 
по различным профилям, можно оценить степень анизотропии поверхности.

Фрактальную размерность всей поверхности предлагается определять из 
выражения:

   

 
 
 

3 
 

Sokolov V. V. et al. / Minerals and Mining Engineering. 2025. No. 5. P. …–… GEOMECHANICS 
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уравнения (4) и его интерпретация для рассматриваемой трещины дает величины: 
Н = 0,751; DL = 2,249. Описанная процедура основана на ручном измерении  
координат и отличается высокой трудоемкостью. Так, при определении координат 
поверхностей образцов произведено 2300 и 3600 инструментальных измерений 
для каждой поверхности. Для автоматизации процесса расчета фрактальной  
размерности авторами [4] разработана компьютерная программа в системе  
электронных таблиц.

 
Рисунок 2. Логарифмическая зависимость уравнения (4) для трещины: гранита – а; базальта – б 

Figure 2. Logarithmic dependence of equation (4) for granite fracture – a; basalt fracture – б 
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Главной задачей автоматизации фрактального анализа является получение 
координат характерных точек поверхности трещины. При этом, чем выше плот-
ность облака покрытия поверхности точками, тем более подробные характеристи-
ки рельефа исследуемого объекта учитываются в дальнейшем расчете. Даже са-
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мые современные методики расчета обладают рядом ограничений – при недоста-
точном количестве исходных данных точность расчета снижается, а в некоторых 
случаях результаты расчета полностью не отражают характеристики исследуемой 
поверхности. Во избежание подобных ситуаций, особенно при расчете фрактальной 
размерности поверхности сложных трещин, необходимо обладать значитель- 
ной базой данных характерных точек рельефа поверхности трещины. С этой целью 
авторами разработана технология по автоматическому извлечению координат 
характерных точек поверхности трещин, а также специализированная компью-
терная программа для расчета фрактальной размерности поверхности трещин, 
координаты которых получены автоматизированным способом. Следует отме-
тить, что разработанная технология извлечения координат поверхности позволяет 
не только обрабатывать характерные точки поверхности, но и корректировать их 
количество в зависимости от сложности самой поверхности или необходимой 
точности расчета. 

Для оценки адекватности методики анализировались поверхности базальта и 
гранита, матрица координат которых первоначально определялась ручным спосо-
бом. Для этого оцифрованная поверхность базальта покрывалась сеткой из 471 268 
точек, а поверхность гранита – сеткой из 570 933 точек, координаты которых впо-
следствии были экспортированы и обработаны. Расчет фрактальной размерности 
производился классическим методом покрытия (box-counting method). Поверхно-
сти, как и в первом случае, покрывались параллелепипедами различных размеров. 
Графики логарифмического уравнения (1) для поверхностей гранита и базальта 
представлены на рис. 3. 

Результаты. Согласно расчетам, фрактальная размерность поверхности тре-
щины гранита составила 2,348, а поверхности трещины базальта – 2,350. Эти дан-
ные хорошо согласуются с результатами расчетов фрактальной размерности  
поверхностей гранита и базальта, координаты которых получены ручным спосо-
бом: 2,228 и 2,249, соответственно. Отличия в значениях обусловлены более под-
робным изучением поверхностей за счет значительного увеличения количества 
точек при расчете фрактальной размерности вторым способом.

Совокупность полученных результатов свидетельствует, что извилистость ре-
льефа поверхности реальных трещин можно адекватно оценить с помощью фрак-
тальной размерности. Однако в реальных трещиноватых массивах поверхности, 
образованные трещинами и представляющие интерес, зачастую закрыты, доступ 
имеется лишь к следу трещины на обнажении пород. Кроме того, сам след трещины –  
это лишь один из видов ее реализации, и в этом качестве процесс формирования 
трещины носит вероятностный характер. Указанную проблему можно разре-
шить путем статистического моделирования. Наиболее подходящим инструмен-
том для реализации такого моделирования является метод Монте-Карло [14, 15].  
Б. Мохаддамом [16] предложено уравнение процесса фрактального броуновского 
движения в двумерном пространстве: <[V(x,y) – V(x + Δx; y + Δy)]2> = [Δx2 + Δy2]H , 
где Н – показатель Гельдера.

Используя уравнение фрактального броуновского движения как основу процес-
са моделирования, показатель Гельдера определяется путем анализа природной тре-
щины на образце или по фрактальной размерности следа трещины на обнажении.

Уравнение Ричардсона [17] связывает длину линии (траектории трещины) с 
шагом ее измерения δ: L(δ) = αδβ, где α – некоторая константа; β – отрицательный 
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показатель степени. Тогда, используя это уравнение, по измеренной длине линии 
на обнажении, при различном масштабе, определяется линейная зависимость: 
ln L(δ) = (1 – df) ln δ + ln α, где df – фрактальная размерность. Угол наклона графи-
ка определит показатель Гельдера Н = 1 – df .

 
Рисунок 3. Логарифмическая зависимость уравнения (1) для поверхностей: гранита – а и базальта – б 

Figure 3. Logarithmic dependence of equation (1) for granite surface – а and basalt surface – б 
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Выводы. Технология автоматизации получения координат поверхности тре-
щин и разработанная компьютерная программа позволяют провести анализ по-
верхности даже сложных трещин, оценить геометрию поверхности трещин в об-
разцах или получить информацию о характеристиках рельефа поверхностей 
скольжения трещиноватых массивов. Все это позволит спрогнозировать устойчи-
вость обнажений горных пород, а также определить энергетические характери-
стики разрушения горных пород, основываясь на теории трещин Гриффитса.
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Fractal analysis of the fracture surface structure
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Abstract
Introduction. There are scarcely any reliable methods and full-scale experiments for shear along 
real fractures; laboratory research on equivalent materials prevail lacking accuracy and failing to 
refl ect the true geometry of the plane of weakness. Experiments with in-situ rock and its inherent 
real fracture are essential, since real fractures are far from an idealized model.
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Research relevance. The loss of stability of underground and open mine workings in fractured rock 
masses is generally determined by the shear along the joint. However, the geometry of a natural 
fracture can only be determined by its trace on the outcrop, while there is hardly any access to its 
surface in natural conditions. In this regard, research aimed at predicting the relief of a fracture by 
its trace on the outcrop are relevant.
Research objective is to develop methods and tools for predicting the fractal characteristics of the 
plane of weakness (fractures) to assess the stability of workings in fractured rock masses. 
Methods of research include fractal analysis using applied and ad hoc programs to obtain a 
coordinate matrix for characteristic points of the fracture surface.
Results and conclusions. Using the advanced technology of automated extraction of the coordinate 
matrix, the coordinates of the surfaces of real fractures were obtained. Fractal analysis for each 
sample was carried out, and the fractal dimension was calculated. It was found that the technology 
of automated extraction of fracture surface coordinates and the developed computer program 
allow analyzing the surface of even complex fractures, assessing the geometry of the fracture 
surface in the samples or obtaining information on the relief of the fractured rock mass  
sliding surface.

Keywords: rocks; fractal dimension; fracture surface; displacement along the fracture; surface 
structure.
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