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Реферат
Актуальность. Статья рассматривает вопросы плоско-радиального движения несжимаемой 
нефти в однородном горизонтальном круговом пласте. Учитывая, что фильтрация подчиняется 
различным законам, исследования проводились по линейному закону Дарси, обобщенному закону 
Дарси и модифицированной модели Кессона. 
Методология. Каждая из поставленных задач решалась с привлечением математических 
методов, были получены соответствующие алгоритмы, учитывающие формы движения нефти 
в пористой среде. Плоско-параллельный простой фильтрационный поток нефти движется из 
полосообразной залежи к прямолинейной галерее. Такой поток жидкости наблюдается,  
когда разрабатываемое нефтяное месторождение имеет несколько параллельных  
прямолинейных рядов эксплуатационных добывающих скважин. На площадях нефтеносности 
между параллельными соседними рядами фильтрация нефти является также плоско-
параллельной. Отсюда следует практическое значение решения задачи о плоско-параллельном 
потоке нефти в настоящей научной статье. По каждому закону фильтрации выведены 
расчетные гидродинамические формулы параметров эксплуатации скважины и показателей 
разработки нефтяной залежи. 
Результаты. Полученные модели дебита нефти, скорости фильтрации, закона распределения 
текущего давления, текущего градиента давления, продолжительности продвижения нефти  
в дренажной зоне целесообразно использовать как при составлении оптимального проекта 
разработки залежи, так и для регулирования и корректировки процесса нефтеизвлечения 
эксплуатируемых месторождений. Решены три стационарно-гидростатические задачи,  
в которых процессы фильтрации подчиняются только общему нелинейному закону, выведены все 
основные расчетные формулы, характеризующие процессы фильтрации. Анализируя эти 
формулы, можно выявить характер влияния каждого параметра скважины и каждого 
показателя разработки залежи на процесс разработки. А также применять полученные 
результаты для решения различных теоретических задач разработки нефтяной залежи и при 
составлении проектов разработки новых месторождений.
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круговая залежь; линейный закон Дарси; обобщенный закон Дарси; модель Кессона; дебит; 
скорость фильтрации; градиент давления; радиус-вектор.

Введение. В настоящей статье решены три стационарных гидростатических 
задачи о плоско-радиальном движении несжимаемой нефти в однородном  
горизонтальном круговом пласте по различным законам фильтрации – линейно-
му закону Дарси, обобщенному закону Дарси и модифицированной модели  
Кессона. 

На рис. 1 дана схема системы горизонтальная круговая залежь – центральная 
скважина.
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В первой задаче фильтрация ньютоновской нефти подчиняется закону Дарси. 
Этот линейный закон фильтрации в дифференциальной форме выражается следу-
ющим образом [1, 2]:
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Введение. В настоящей статье решены три стационарных гидростатических 
задачи о плоско-радиальном движении несжимаемых нефтей в однородном 
горизонтальном круговом пласте по различным законам фильтрации –
линейному закону Дарси, обобщенному закону Дарси и модифицированной 
модели Кессона.

На рис. 1 дана схема системы горизонтальная круговая залежь –
центральная скважина.

В первой задаче фильтрация ньютоновской нефти подчиняется закону 
Дарси. Этот линейный закон фильтрации в дифференциальной форме 
выражается следующим образом [1, 2]:

,
μ
k dPV

dr
= (1)                                                      (1)

   

где k – коэффициент проницаемости пласта; μ – динамическая вязкость нефти в 

пластовых условиях; P – давление; r – текущий радиус-вектор; 
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где k – коэффициент проницаемости пласта, μ – динамическая вязкость нефти в 

пластовых условиях, P – давление, r – текущий радиус-вектор, dP
dr

– текущий 

градиент давления.
Площадь текущей цилиндрической поверхности фильтрации выражается по 

формуле

2π .F rh=

Дебит скважины имеет следующую связь со скоростью фильтрации

.Q VF=

Используя это выражение, дифференциальное уравнение (1) представляется 
как:

2π .
μ
rkh dPQ

dr
=

Разделяя на переменные, приводим это уравнение к виду

μ .
2π

Q dP dP
rkh r

= (2)

Интегрируя уравнение (2) в пределах от Rk до rc и от Рk до Рс

μ ,
2π

k k

c c

R P

r P

Q dP dP
kh r

=∫ ∫

получаем формулу Дьюпьюи для дебита ньютоновской нефти скважины, в виде 

( )
( )

2π
.

μ ln
k c

k c

kh P P
Q

R r
−

= (3)

А теперь интегрируем дифференциальное уравнение (2) в других пределах от 
Rk до r и от Рk до Р, получаем

μ ln .
2π

k
k

Q R P P
kh r

= − (4)

Подставляя значение дебита нефти скважины из формулы (3), в выражении 
(4) получаем следующий закон распределения текущего давления в круговой 
дренажной зоне:

( )
.

ln
k c

k
k c

P PP P
R r
−

= − (5)

Этот закон можно представить также в виде

 – текущий 
градиент давления.

Рис. 1. Схема системы круговая залежь–центральная скважина: 
Рk – пластовое давление; Рс – динамическое забойное давление скважины; 
Р – текущее давление; Rk – радиус контура питания; rc – радиус скважины; 

r – текущий радиус-вектор; h – мощность (толщина) пласта
Fig. 1. Scheme of circular formation–center hole system: 

Рk – reservoir pressure; Рс – flowing bottomhole pressure of a well; Р – current 
pressure; Rk – supply contour radius; rc – well radius; r – current radius vector; 

h – seam thickness 

Pk
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Площадь текущей цилиндрической поверхности фильтрации выражается по 
формуле
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где k – коэффициент проницаемости пласта, μ – динамическая вязкость нефти в 
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Дебит скважины имеет следующую связь со скоростью фильтрации:
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где k – коэффициент проницаемости пласта, μ – динамическая вязкость нефти в 
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dr
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Используя это выражение, дифференциальное уравнение (1) можно предста-

вить как   
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где k – коэффициент проницаемости пласта, μ – динамическая вязкость нефти в 
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Разделяя на переменные, приводим это уравнение к виду
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где k – коэффициент проницаемости пласта, μ – динамическая вязкость нефти в 

пластовых условиях, P – давление, r – текущий радиус-вектор, dP
dr
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                                                 (2)

   
Интегрируя уравнение (2) в пределах от Rk до rc и от Рk до Рс
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где k – коэффициент проницаемости пласта, μ – динамическая вязкость нефти в 
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Разделяя на переменные, приводим это уравнение к виду

μ .
2π

Q dP dP
rkh r

= (2)

Интегрируя уравнение (2) в пределах от Rk до rc и от Рk до Рс

μ ,
2π

k k

c c

R P

r P

Q dP dP
kh r

=∫ ∫

получаем формулу Дьюпьюи для дебита ньютоновской нефти скважины, в виде 

( )
( )

2π
.

μ ln
k c

k c

kh P P
Q

R r
−

= (3)

А теперь интегрируем дифференциальное уравнение (2) в других пределах от 
Rk до r и от Рk до Р, получаем

μ ln .
2π

k
k

Q R P P
kh r

= − (4)

Подставляя значение дебита нефти скважины из формулы (3), в выражении 
(4) получаем следующий закон распределения текущего давления в круговой 
дренажной зоне:

( )
.

ln
k c

k
k c

P PP P
R r
−

= − (5)

Этот закон можно представить также в виде

   
получаем формулу Дьюпьюи для дебита ньютоновской нефти скважины в виде 
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где k – коэффициент проницаемости пласта, μ – динамическая вязкость нефти в 

пластовых условиях, P – давление, r – текущий радиус-вектор, dP
dr

– текущий 

градиент давления.
Площадь текущей цилиндрической поверхности фильтрации выражается по 

формуле

2π .F rh=

Дебит скважины имеет следующую связь со скоростью фильтрации

.Q VF=

Используя это выражение, дифференциальное уравнение (1) представляется 
как:

2π .
μ
rkh dPQ

dr
=

Разделяя на переменные, приводим это уравнение к виду

μ .
2π

Q dP dP
rkh r

= (2)

Интегрируя уравнение (2) в пределах от Rk до rc и от Рk до Рс

μ ,
2π

k k

c c

R P

r P

Q dP dP
kh r

=∫ ∫

получаем формулу Дьюпьюи для дебита ньютоновской нефти скважины, в виде 

( )
( )

2π
.

μ ln
k c

k c

kh P P
Q

R r
−

= (3)

А теперь интегрируем дифференциальное уравнение (2) в других пределах от 
Rk до r и от Рk до Р, получаем

μ ln .
2π

k
k

Q R P P
kh r

= − (4)

Подставляя значение дебита нефти скважины из формулы (3), в выражении 
(4) получаем следующий закон распределения текущего давления в круговой 
дренажной зоне:

( )
.

ln
k c

k
k c

P PP P
R r
−

= − (5)

Этот закон можно представить также в виде

                                               (3)

   
А теперь интегрируем дифференциальное уравнение (2) в других пределах –

от Rk до r и от Рk до Р, получаем
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где k – коэффициент проницаемости пласта, μ – динамическая вязкость нефти в 

пластовых условиях, P – давление, r – текущий радиус-вектор, dP
dr

– текущий 

градиент давления.
Площадь текущей цилиндрической поверхности фильтрации выражается по 

формуле

2π .F rh=

Дебит скважины имеет следующую связь со скоростью фильтрации

.Q VF=

Используя это выражение, дифференциальное уравнение (1) представляется 
как:

2π .
μ
rkh dPQ

dr
=

Разделяя на переменные, приводим это уравнение к виду

μ .
2π

Q dP dP
rkh r

= (2)

Интегрируя уравнение (2) в пределах от Rk до rc и от Рk до Рс

μ ,
2π

k k

c c

R P

r P

Q dP dP
kh r

=∫ ∫

получаем формулу Дьюпьюи для дебита ньютоновской нефти скважины, в виде 

( )
( )

2π
.

μ ln
k c

k c

kh P P
Q

R r
−

= (3)

А теперь интегрируем дифференциальное уравнение (2) в других пределах от 
Rk до r и от Рk до Р, получаем

μ ln .
2π

k
k

Q R P P
kh r

= − (4)

Подставляя значение дебита нефти скважины из формулы (3), в выражении 
(4) получаем следующий закон распределения текущего давления в круговой 
дренажной зоне:

( )
.

ln
k c

k
k c

P PP P
R r
−

= − (5)

Этот закон можно представить также в виде

                                               (4)

Подставляя значение дебита нефти скважины из формулы (3) в выражение (4), 
получаем следующий закон распределения текущего давления в круговой дре-
нажной зоне:   
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где k – коэффициент проницаемости пласта, μ – динамическая вязкость нефти в 

пластовых условиях, P – давление, r – текущий радиус-вектор, dP
dr

– текущий 

градиент давления.
Площадь текущей цилиндрической поверхности фильтрации выражается по 

формуле

2π .F rh=

Дебит скважины имеет следующую связь со скоростью фильтрации

.Q VF=

Используя это выражение, дифференциальное уравнение (1) представляется 
как:

2π .
μ
rkh dPQ

dr
=

Разделяя на переменные, приводим это уравнение к виду

μ .
2π

Q dP dP
rkh r

= (2)

Интегрируя уравнение (2) в пределах от Rk до rc и от Рk до Рс

μ ,
2π

k k

c c

R P

r P

Q dP dP
kh r

=∫ ∫

получаем формулу Дьюпьюи для дебита ньютоновской нефти скважины, в виде 

( )
( )

2π
.

μ ln
k c

k c

kh P P
Q

R r
−

= (3)

А теперь интегрируем дифференциальное уравнение (2) в других пределах от 
Rk до r и от Рk до Р, получаем

μ ln .
2π

k
k

Q R P P
kh r

= − (4)

Подставляя значение дебита нефти скважины из формулы (3), в выражении 
(4) получаем следующий закон распределения текущего давления в круговой 
дренажной зоне:

( )
.

ln
k c

k
k c

P PP P
R r
−

= − (5)

Этот закон можно представить также в виде

                                               (5)

   
Этот закон можно представить также в виде
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( )
ln .

ln
k c

c
k c c

P P rP P
R r r
−

= +

Дифференцируя P по r в формуле (5), получаем следующую формулу для 
текущего градиента давления:

( )
1 .

ln
k c

k c

dP P P
dr R r r

−
=

Отсюда находим формулу текущей скорости фильтрации в виде

( )
( )

1υ .
μ ln

k c

k c

k P P
R r r
−

= (6)

Ниже выведены формулы для частичной и полной продолжительностей 
продвижения ньютоновской нефти в пласте, для чего использована известная 
аналитическая связь между средней истинной скоростью движения в каналах 
пористой среды и скоростью фильтрации нефти [3–6]:

υ .drw
m dt

= = (7)

Подставляем значение υ из формулы (6) в уравнение (7):

( )
( )

1 .
μ ln

k c

k c

k P P dr
m R r r dt

−
= (8)

Интегрируя уравнение (8) в пределах от r до rc и от P до Pc, получаем

( )
( ) ( )2 2μ ln

.
2

k c
c

k c

m R r
t r r

k P P
= −

−
(9)

При ;kr R t T= = и из формулы (9) получаем

( )
( ) ( )2 2μ ln

.
2

k c
k c

k c

m R r
T R r

k P P
= −

−
(10)

По формулам (9) и (10) вычисляются соответственно частичная и полная 
продолжительности продвижения ньютоновской нефти в дренажной зоне 
данной скважины. 

Во второй задаче фильтрация вязко-пластичной жидкости подчиняется 
обобщенному закону Дарси, который в дифференциальной форме выражается 
как

υ ,
η
k dP G

dr
 = − 
 

(11)

где η – структурная вязкость вязко-пластичной нефти в пластовых условиях; G –
начальный градиент давления.

   
Дифференцируя P по r в формуле (5), получаем следующую формулу для те-

кущего градиента давления:
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( )
ln .

ln
k c

c
k c c

P P rP P
R r r
−

= +

Дифференцируя P по r в формуле (5), получаем следующую формулу для 
текущего градиента давления:

( )
1 .

ln
k c

k c

dP P P
dr R r r

−
=

Отсюда находим формулу текущей скорости фильтрации в виде

( )
( )

1υ .
μ ln

k c

k c

k P P
R r r
−

= (6)

Ниже выведены формулы для частичной и полной продолжительностей 
продвижения ньютоновской нефти в пласте, для чего использована известная 
аналитическая связь между средней истинной скоростью движения в каналах 
пористой среды и скоростью фильтрации нефти [3–6]:

υ .drw
m dt

= = (7)

Подставляем значение υ из формулы (6) в уравнение (7):

( )
( )

1 .
μ ln

k c

k c

k P P dr
m R r r dt

−
= (8)

Интегрируя уравнение (8) в пределах от r до rc и от P до Pc, получаем

( )
( ) ( )2 2μ ln

.
2

k c
c

k c

m R r
t r r

k P P
= −

−
(9)

При ;kr R t T= = и из формулы (9) получаем

( )
( ) ( )2 2μ ln

.
2

k c
k c

k c

m R r
T R r

k P P
= −

−
(10)

По формулам (9) и (10) вычисляются соответственно частичная и полная 
продолжительности продвижения ньютоновской нефти в дренажной зоне 
данной скважины. 

Во второй задаче фильтрация вязко-пластичной жидкости подчиняется 
обобщенному закону Дарси, который в дифференциальной форме выражается 
как

υ ,
η
k dP G

dr
 = − 
 

(11)

где η – структурная вязкость вязко-пластичной нефти в пластовых условиях; G –
начальный градиент давления.

   
Отсюда находим формулу текущей скорости фильтрации в виде
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( )
ln .

ln
k c

c
k c c

P P rP P
R r r
−

= +

Дифференцируя P по r в формуле (5), получаем следующую формулу для 
текущего градиента давления:

( )
1 .

ln
k c

k c

dP P P
dr R r r

−
=

Отсюда находим формулу текущей скорости фильтрации в виде

( )
( )

1υ .
μ ln

k c

k c

k P P
R r r
−

= (6)

Ниже выведены формулы для частичной и полной продолжительностей 
продвижения ньютоновской нефти в пласте, для чего использована известная 
аналитическая связь между средней истинной скоростью движения в каналах 
пористой среды и скоростью фильтрации нефти [3–6]:

υ .drw
m dt

= = (7)

Подставляем значение υ из формулы (6) в уравнение (7):

( )
( )

1 .
μ ln

k c

k c

k P P dr
m R r r dt

−
= (8)

Интегрируя уравнение (8) в пределах от r до rc и от P до Pc, получаем

( )
( ) ( )2 2μ ln

.
2

k c
c

k c

m R r
t r r

k P P
= −

−
(9)

При ;kr R t T= = и из формулы (9) получаем

( )
( ) ( )2 2μ ln

.
2

k c
k c

k c

m R r
T R r

k P P
= −

−
(10)

По формулам (9) и (10) вычисляются соответственно частичная и полная 
продолжительности продвижения ньютоновской нефти в дренажной зоне 
данной скважины. 

Во второй задаче фильтрация вязко-пластичной жидкости подчиняется 
обобщенному закону Дарси, который в дифференциальной форме выражается 
как

υ ,
η
k dP G

dr
 = − 
 

(11)

где η – структурная вязкость вязко-пластичной нефти в пластовых условиях; G –
начальный градиент давления.

                                                  (6)

   
Далее выведены формулы для частичной и полной продолжительностей про-

движения ньютоновской нефти в пласте, для чего использована известная анали-
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тическая связь между средней истинной скоростью движения в каналах пористой 
среды и скоростью фильтрации нефти [3–6]:
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( )
ln .

ln
k c

c
k c c

P P rP P
R r r
−

= +

Дифференцируя P по r в формуле (5), получаем следующую формулу для 
текущего градиента давления:

( )
1 .

ln
k c

k c

dP P P
dr R r r

−
=

Отсюда находим формулу текущей скорости фильтрации в виде

( )
( )

1υ .
μ ln

k c

k c

k P P
R r r
−

= (6)

Ниже выведены формулы для частичной и полной продолжительностей 
продвижения ньютоновской нефти в пласте, для чего использована известная 
аналитическая связь между средней истинной скоростью движения в каналах 
пористой среды и скоростью фильтрации нефти [3–6]:

υ .drw
m dt

= = (7)

Подставляем значение υ из формулы (6) в уравнение (7):

( )
( )

1 .
μ ln

k c

k c

k P P dr
m R r r dt

−
= (8)

Интегрируя уравнение (8) в пределах от r до rc и от P до Pc, получаем

( )
( ) ( )2 2μ ln

.
2

k c
c

k c

m R r
t r r

k P P
= −

−
(9)

При ;kr R t T= = и из формулы (9) получаем

( )
( ) ( )2 2μ ln

.
2

k c
k c

k c

m R r
T R r

k P P
= −

−
(10)

По формулам (9) и (10) вычисляются соответственно частичная и полная 
продолжительности продвижения ньютоновской нефти в дренажной зоне 
данной скважины. 

Во второй задаче фильтрация вязко-пластичной жидкости подчиняется 
обобщенному закону Дарси, который в дифференциальной форме выражается 
как

υ ,
η
k dP G

dr
 = − 
 

(11)

где η – структурная вязкость вязко-пластичной нефти в пластовых условиях; G –
начальный градиент давления.

                                                      (7)
   
Подставляем значение υ из формулы (6) в уравнение (7):
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ln
k c

c
k c c

P P rP P
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Дифференцируя P по r в формуле (5), получаем следующую формулу для 
текущего градиента давления:

( )
1 .

ln
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−
=

Отсюда находим формулу текущей скорости фильтрации в виде

( )
( )

1υ .
μ ln

k c
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k P P
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−

= (6)

Ниже выведены формулы для частичной и полной продолжительностей 
продвижения ньютоновской нефти в пласте, для чего использована известная 
аналитическая связь между средней истинной скоростью движения в каналах 
пористой среды и скоростью фильтрации нефти [3–6]:

υ .drw
m dt

= = (7)

Подставляем значение υ из формулы (6) в уравнение (7):

( )
( )

1 .
μ ln

k c

k c

k P P dr
m R r r dt

−
= (8)

Интегрируя уравнение (8) в пределах от r до rc и от P до Pc, получаем

( )
( ) ( )2 2μ ln

.
2

k c
c

k c

m R r
t r r

k P P
= −

−
(9)

При ;kr R t T= = и из формулы (9) получаем

( )
( ) ( )2 2μ ln

.
2

k c
k c

k c

m R r
T R r

k P P
= −

−
(10)

По формулам (9) и (10) вычисляются соответственно частичная и полная 
продолжительности продвижения ньютоновской нефти в дренажной зоне 
данной скважины. 

Во второй задаче фильтрация вязко-пластичной жидкости подчиняется 
обобщенному закону Дарси, который в дифференциальной форме выражается 
как

υ ,
η
k dP G

dr
 = − 
 

(11)

где η – структурная вязкость вязко-пластичной нефти в пластовых условиях; G –
начальный градиент давления.

                                             (8)

   
Интегрируя уравнение (8) в пределах от r до rc и от P до Pc, получаем
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Дифференцируя P по r в формуле (5), получаем следующую формулу для 
текущего градиента давления:

( )
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ln
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−
=

Отсюда находим формулу текущей скорости фильтрации в виде
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k P P
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−

= (6)

Ниже выведены формулы для частичной и полной продолжительностей 
продвижения ньютоновской нефти в пласте, для чего использована известная 
аналитическая связь между средней истинной скоростью движения в каналах 
пористой среды и скоростью фильтрации нефти [3–6]:

υ .drw
m dt

= = (7)

Подставляем значение υ из формулы (6) в уравнение (7):

( )
( )

1 .
μ ln
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k P P dr
m R r r dt

−
= (8)

Интегрируя уравнение (8) в пределах от r до rc и от P до Pc, получаем
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По формулам (9) и (10) вычисляются соответственно частичная и полная 
продолжительности продвижения ньютоновской нефти в дренажной зоне 
данной скважины. 

Во второй задаче фильтрация вязко-пластичной жидкости подчиняется 
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где η – структурная вязкость вязко-пластичной нефти в пластовых условиях; G –
начальный градиент давления.
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При r = Rk; t = T, и из формулы (9) получаем

   

 
 3 «Известия вузов. Горный журнал», № 2, 2021 ISSN 0536-1028

( )
ln .

ln
k c

c
k c c

P P rP P
R r r
−

= +

Дифференцируя P по r в формуле (5), получаем следующую формулу для 
текущего градиента давления:

( )
1 .

ln
k c

k c

dP P P
dr R r r

−
=

Отсюда находим формулу текущей скорости фильтрации в виде

( )
( )

1υ .
μ ln

k c

k c

k P P
R r r
−

= (6)

Ниже выведены формулы для частичной и полной продолжительностей 
продвижения ньютоновской нефти в пласте, для чего использована известная 
аналитическая связь между средней истинной скоростью движения в каналах 
пористой среды и скоростью фильтрации нефти [3–6]:

υ .drw
m dt

= = (7)

Подставляем значение υ из формулы (6) в уравнение (7):

( )
( )

1 .
μ ln

k c

k c

k P P dr
m R r r dt

−
= (8)

Интегрируя уравнение (8) в пределах от r до rc и от P до Pc, получаем

( )
( ) ( )2 2μ ln

.
2

k c
c

k c

m R r
t r r

k P P
= −

−
(9)

При ;kr R t T= = и из формулы (9) получаем

( )
( ) ( )2 2μ ln

.
2

k c
k c

k c

m R r
T R r

k P P
= −

−
(10)

По формулам (9) и (10) вычисляются соответственно частичная и полная 
продолжительности продвижения ньютоновской нефти в дренажной зоне 
данной скважины. 

Во второй задаче фильтрация вязко-пластичной жидкости подчиняется 
обобщенному закону Дарси, который в дифференциальной форме выражается 
как

υ ,
η
k dP G

dr
 = − 
 

(11)

где η – структурная вязкость вязко-пластичной нефти в пластовых условиях; G –
начальный градиент давления.

                                    (10)
   

По формулам (9) и (10) вычисляются соответственно частичная и полная про-
должительности продвижения ньютоновской нефти в дренажной зоне данной 
скважины. 

Во второй задаче фильтрация вязкопластичной жидкости подчиняется обоб-
щенному закону Дарси, который в дифференциальной форме выражается как

   

 
 3 «Известия вузов. Горный журнал», № 2, 2021 ISSN 0536-1028

( )
ln .

ln
k c

c
k c c

P P rP P
R r r
−

= +

Дифференцируя P по r в формуле (5), получаем следующую формулу для 
текущего градиента давления:

( )
1 .

ln
k c

k c

dP P P
dr R r r

−
=

Отсюда находим формулу текущей скорости фильтрации в виде

( )
( )

1υ .
μ ln

k c

k c

k P P
R r r
−

= (6)

Ниже выведены формулы для частичной и полной продолжительностей 
продвижения ньютоновской нефти в пласте, для чего использована известная 
аналитическая связь между средней истинной скоростью движения в каналах 
пористой среды и скоростью фильтрации нефти [3–6]:

υ .drw
m dt

= = (7)

Подставляем значение υ из формулы (6) в уравнение (7):

( )
( )

1 .
μ ln

k c

k c

k P P dr
m R r r dt

−
= (8)

Интегрируя уравнение (8) в пределах от r до rc и от P до Pc, получаем

( )
( ) ( )2 2μ ln

.
2

k c
c

k c

m R r
t r r

k P P
= −

−
(9)

При ;kr R t T= = и из формулы (9) получаем

( )
( ) ( )2 2μ ln

.
2

k c
k c

k c

m R r
T R r

k P P
= −

−
(10)

По формулам (9) и (10) вычисляются соответственно частичная и полная 
продолжительности продвижения ньютоновской нефти в дренажной зоне 
данной скважины. 

Во второй задаче фильтрация вязко-пластичной жидкости подчиняется 
обобщенному закону Дарси, который в дифференциальной форме выражается 
как

υ ,
η
k dP G

dr
 = − 
 

(11)

где η – структурная вязкость вязко-пластичной нефти в пластовых условиях; G –
начальный градиент давления.

                                               (11)

   
где η – структурная вязкость вязкопластичной нефти в пластовых условиях;  
G – начальный градиент давления.

Далее получаем следующее разделенное на переменные дифференциальное 
уравнение:
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Далее получаем следующее разделенное на переменные дифференциальное 
уравнение:
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Интегрируем это уравнение в пределах от Рk до Рс и от Rk до rс, получаем 
следующую формулу для дебита вязко-пластичной нефти
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и получаем следующий закон распределения текущего давления в дренажной 
зоне пласта [6–8]:
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Подставляя значение dP
dr

из формулы (16) в формулу (11), получаем 

следующую формулу для текущей скорости фильтрации:
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С целью определения продолжительности продвижения частиц вязко-
пластичной нефти в пласте пишем [4, 9, 10]:
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Интегрируем это уравнение в пределах от Рk до Рс и от Rk до rс, получаем сле-

дующую формулу для дебита вязкопластичной нефти:
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Далее интегрируем дифференциальное уравнение (12) в пределах от Рk до Р и 
от Rk до r:

   

 
 4 “Izvestiya vysshikh uchebnykh zavedenii. Gornyi zhurnal”. No. 2. 2021 ISSN 0536-1028

Далее получаем следующее разделенное на переменные дифференциальное 
уравнение:

η .
2π
Q drdP Gdr

kh r
= + (12)

Интегрируем это уравнение в пределах от Рk до Рс и от Rk до rс, получаем 
следующую формулу для дебита вязко-пластичной нефти

( )
( )

2π
.

ηln
k c k c

k c

kh P P G R r
Q

R r
− − −  = (13)

Далее интегрируем дифференциальное уравнение (12) в пределах от Рk до Р и 
до Rk до r

η
2π

k k kP R R

P r r

Q drdP G dr
kh r

= +∫ ∫ ∫

и получаем следующий закон распределения текущего давления в дренажной 
зоне пласта [6–8]:

( )η ln .
2π

k
k k

Q RP P G R r
kh r

= − − − (14)

Подставляем значение дебита вязко-пластичной нефти (ВПН) скважины из 
формулы (13) в формулу (14), выводим следующую формулу для 

( )
( )

ln .
ln

k c k c k
k

k c

P P G R r rP P
R r r

− − −
= − (15)

Дифференцируя P по r в формуле (15), выводим следующую формулу для 
текущего градиента давления:

( )
2

ln .
ln

k

k c k

dP G R r
dr R r r R

 
= − + 

 
(16)

Подставляя значение dP
dr

из формулы (16) в формулу (11), получаем 

следующую формулу для текущей скорости фильтрации:

( )
2

υ ln .
η ln

k

k c k

k G R r
R r r R

 
= + 

 

С целью определения продолжительности продвижения частиц вязко-
пластичной нефти в пласте пишем [4, 9, 10]:

( )
2

ln .
η ln

k

k c k

k G R r dr
m R r r R dt

 
+ = − 

 
(17)

   
и получаем следующий закон распределения текущего давления в дренажной 
зоне пласта [6–8]:
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Подставляем значение дебита вязкопластичной нефти (ВПН) скважины из 

формулы (13) в формулу (14), выводим следующую формулу:
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Дифференцируя P по r в формуле (15), выводим следующую формулу для те-

кущего градиента давления:
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Подставляя значение 
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Решая дифференциальное уравнение (17), можно определить время частично-

го продвижения ВПН в пласте [8, 11, 12].
В третьей задаче фильтрация ВПН подчиняется модифицированной модели 

Кессона, которая в дифференциальной форме выражается как
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(18)

Текущий градиент давления в дренажной зоне найден при дефференциации Р
по r в формуле (18) [15]:
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Продолжительность частичного продвижения частиц ВПН в дренажной зоне 
круговой залежи найдена в виде
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 (18)

Текущий градиент давления в дренажной зоне найден при дифференциации Р 
по r в формуле (18) [15]:
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(19)

По формуле (19) вычисляется продолжительность полного продвижения 
ВПН от контура питания до скважины.

Выводы и рекомендации. Решены три стационарных гидростатических 
задачи о плоскорадиальном потоке несжимаемых нефтей в однородном 
круговом пласте по различным законам фильтрации: линейному закону Дарси, 
обобщенному закону Дарси и модифицированной модели Кессона.

По каждой задаче выводились расчетные гидродинамические формулы 
параметров эксплуатации скважины и показателей разработки нефтяного 
месторождения, т. е дебита нефти, скорости фильтрации, закона распределения 
текущего давления, текущего градиента давления, продолжительности 
продвижения нефти в дренажной зоне. Эти формулы следует применять для 
решения различных теоретических задач разработки нефтяной залежи и при 
составлении проектов разработки новых месторождений.

БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЙ СПИСОК
1. Мустафаев С. Д., Гасымова С. А. Плоско-параллельная стационарная фильтрация 

несжимаемой вязко-пластичной нефти с проявлением переменного начального градиента давления 
// Технологии нефти и газа. 2018. Вып. 2. С. 24–27. 

2. Jackson J., Priestley K., Allen M. Active tectonics of the South Caspian Basin // Geophysical 
Journal International. 2002. Vol. 148. Iss. 2. P. 214–245. DOİ:https://doi.org/10.1046/j.1365-
246X.2002.01588

3. Mustafayev S. D., Şıxıyev M. N., Kazımov F. K., Hüseynova R. K., Mustafayev N. S. Sıxılmayan 
qeyri-nyuton mayelərin bircins məsaməli mühitdə yastı-radial süzülmə axınları // ANT. 2009. № 11. Səh. 
35–37. 

4. Allen М. В., Anderson L., Jones S., Ismail-Zadeh A., Simmons M. Onset of subduction as the 
cause of rapid Pliocene-Quaternary subsidence in the South Caspian basin // Geology. 2002. Vol. 30. No.
9. P. 775–778.

5. Однокопылов Г. И., Букреев В. Г., Розаев И. А. Исследование отказоустойчивого 
вентильно-индукторного электродвигателя насоса для добычи нефти // Известия Томского 
политехнического университета. Инжиниринг георесурсов. 2019. Т. 303. № 10. С. 69–81.
DOI: https://doi.org/10.18799/24131830/2019/10/2299

6. Кристеа Н. Подземная гидравлика. М.: Гостоптехиздат, 1961. Т.I. 343 с.
7. Сафаров Э. Г. Плоско-радиальное стационарное движение несжимаемой вязко-пластичной 

нефти из круговой неоднородной залежи с переменным и геолого-физическими условиями к 
скважине // ЭКО-ЭНЕРГЕТИКА. 2017. № 3. С. 23–29. 

8. Мамедова Г. Г., Мустафаев С. Д. Плоско-радиальная фильтрация несжимаемой вязко-
пластичной нефти в неоднородной пористой среде // ЭКО-ЭНЕРГЕТИКА. 2016. № 2. С. 62–70. 

9. Гаджиева Л. С. Сферически-радиальное движение вязко-пластичной несжимаемой нефти в 
однородном пласте по линейному закону фильтрации в водонапорном режиме // ЭКО-
ЭНЕРГЕТИКА. 2019. № 3. С. 77–81.

10. Асланов Дж. Н., Мустафаев С. Д., Ибрагимов В. А., Алиева Р. Т. Криволинейное 
радиальное течение сжимаемой вязко-пластичной нефти со свободной текучестью в однородном 
пласте // Вестник МГТУ им. Н. Э. Баумана. Серия машиностроение. 2019. Вып. 3. С. 54–61.
DOI: 10.18698/0236-3941-2019-3-54-61

11. Ахмедов Т. Р. О геологической эффективности сейсморазведки при изучении 
неантиклинальных ловушек Азербайджана разного типа // Известия УГГУ. 2016. № 3. С. 41–45.
DOI: 10.21440/2307-2091-2017-1-27-31

12. Ахмедов Т. Р. Прогнозирование нефтегазоносности на основе нового подхода к 
сейсмической инверсии // Известия УГГУ. 2017. Вып. 1(45). С. 27–31.

13. Алиева М. Г., Керимов В. М. Стационарные движения несжимаемых нефтей в однородной 
круговой залежи по различным законам фильтрации // Actual trends of modern scientific research: 

(19)

   
По формуле (19) вычисляется продолжительность полного продвижения ВПН 

от контура питания до скважины.
Выводы и рекомендации. Решены три стационарных гидростатических за-

дачи о плоско-радиальном потоке несжимаемой нефти в однородном круговом 
пласте по различным законам фильтрации: линейному закону Дарси, обобщенно-
му закону Дарси и модифицированной модели Кессона.



 "Izvestiya vysshikh uchebnykh zavedenii. Gornyi zhurnal". No. 2. 2021 ISSN 0536-102850

По каждой задаче выводились расчетные гидродинамические формулы пара-
метров эксплуатации скважины и показателей разработки нефтяного месторож-
дения: дебита нефти, скорости фильтрации, закона распределения текущего дав-
ления, текущего градиента давления, продолжительности продвижения нефти в 
дренажной зоне. Эти формулы следует применять для решения различных теоре-
тических задач разработки нефтяной залежи и при составлении проектов разра-
ботки новых месторождений.

   
БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЙ СПИСОК

1. Мустафаев С. Д., Гасымова С. А. Плоско-параллельная стационарная фильтрация 
несжимаемой вязко-пластичной нефти с проявлением переменного начального градиента давления // 
Технологии нефти и газа. 2018. Вып. 2. С. 24–27. 

2. Jackson J., Priestley K., Allen M. Active tectonics of the South Caspian Basin // Geophysical Journal 
International. 2002. Vol. 148. Iss. 2. P. 214–245. DOI: https://doi.org/10.1046/j.1365-246X.2002.01588

3. Mustafayev S. D., Şıxıyev M. N., Kazımov F. K., Hüseynova R. K., Mustafayev N. S. Sıxılmayan 
qeyri-nyuton mayelərin bircins məsaməli mühitdə yastı-radial süzülmə axınları // ANT. 2009. № 11.  
Səh. 35–37.

4. Allen М. В., Anderson L., Jones S., Ismail-Zadeh A., Simmons M. Onset of subduction as the cause 
of rapid Pliocene-Quaternary subsidence in the South Caspian basin // Geology. 2002. Vol. 30.  
No. 9. P. 775–778.

5. Однокопылов Г. И., Букреев В. Г., Розаев И. А. Исследование отказоустойчивого вентильно-
индукторного электродвигателя насоса для добычи нефти // Известия Томского политехнического 
университета. Инжиниринг георесурсов. 2019. Т. 303. № 10. С. 69–81. DOI: https://doi.org/10.18799/
24131830/2019/10/2299

6. Кристеа Н. Подземная гидравлика. М.: Гостоптехиздат, 1961. Т. I. 343 с.
7. Сафаров Э. Г. Плоско-радиальное стационарное движение несжимаемой вязко-пластичной 

нефти из круговой неоднородной залежи с переменными геолого-физическими условиями к 
скважине // ЭКО-ЭНЕРГЕТИКА. 2017. № 3. С. 23–29. 

8. Мамедова Г. Г., Мустафаев С. Д. Плоско-радиальная фильтрация несжимаемой вязко-
пластичной нефти в неоднородной пористой среде // ЭКО-ЭНЕРГЕТИКА. 2016. № 2. С. 62–70. 

9. Гаджиева Л. С. Сферически-радиальное движение вязко-пластичной несжимаемой нефти в 
однородном пласте по линейному закону фильтрации в водонапорном режиме // ЭКО-ЭНЕРГЕТИКА. 
2019. № 3. С. 77–81. 

10. Асланов Дж. Н., Мустафаев С. Д., Ибрагимов В. А., Алиева Р. Т. Криволинейное радиальное 
течение сжимаемой вязко-пластичной нефти со свободной текучестью в однородном пласте // 
Вестник МГТУ им. Н. Э. Баумана. Серия машиностроение. 2019. Вып. 3. С. 54–61. 
DOI: 10.18698/0236-3941-2019-3-54-61

11. Ахмедов Т. Р. О геологической эффективности сейсморазведки при изучении 
неантиклинальных ловушек Азербайджана разного типа // Известия УГГУ. 2016. № 3. С. 41–45. 
DOI: 10.21440/2307-2091-2017-1-27-31

12. Ахмедов Т. Р. Прогнозирование нефтегазоносности на основе нового подхода к сейсмической 
инверсии // Известия УГГУ. 2017. Вып. 1(45). С. 27–31.

13. Алиева М. Г., Керимов В. М. Стационарные движения несжимаемых нефтей в однородной 
круговой залежи по различным законам фильтрации // Actual trends of modern scientific research: 
Abstracts of VII International Scientific and Practical Conference, February 14–16, Munich, Germany. 
2021. P. 275–283. DOI: 10.21440/0536-1028-2021

14. Mustafayev S. D., İsmayılov Q. S., Sadıqova N. S. Qeyri-bircins məsaməli mühitdə qeyri-nyuton 
mayenin yastı-radial stasionar süzülmə axını // Azərbaycan Elmi Beynəlxalq nəzəri jurnal. 2012. № 8–9. 
Səh. 91–96.

15. Мустафаев С. Д., Алиева М. Г. Влияние профиля бурящихся скважин на решение 
теоретических задач разработки нефтяных месторождений // ANT. 2015. № 09. Səh. 14–17. 

Поступила в редакцию 12 февраля 2021 года

Сведения об авторах:

Алиева Марал Гасан кызы – кандидат технических наук, доцент, доцент кафедры геологии и 
разработки месторождений полезных ископаемых Азербайджанского государственного 
университета нефти и промышленности. Е-mail: maral.aliyeva.5252@mail.ru
Валиев Нияз Гадым оглы – доктор технических наук, профессор, заведующий кафедрой горного 
дела Уральского государственного горного университета. E-mail: science@ursmu.ru
Керимов Вагиф Мирзамехти – кандидат геолого-минералогических наук, доцент, доцент кафедры 
нефтегазовой геологии Азербайджанского государственного университета нефти и 
промышленности. Е-mail: vaqifkerimov68@mail.ru



 «Известия вузов. Горный журнал», № 2, 2021ISSN 0536-1028 51

DOI: 10.21440/0536-1028-2021-2-43-52

Flat-radial stationary motion of incompressible oil in a uniform horizontal 
circular formation according to diffrent filtration laws

Maral G. Alieva1, Niiaz G. Valiev2, Vagif M. Kerimov1
1 Azerbaijan State Oil and Industry University, Baku, Azerbaijan.
1 Ural State Mining University, Ekaterinburg, Russia.

Abstract
Relevance. The article considers the issues of flat-radial motion of incompressible oil in a uniform 
horizontal circular formation. Taking into account that filtration obeys different laws, the research was 
carried out according to the linear Darcy's law, the generalized Darcy's law and the modified Kesson 
model.
Methodology. Each of the tasks was solved using mathematical methods. The corresponding algorithms 
were obtained, taking into account the forms of oil movement in a porous medium. Plane-parallel simple 
filtration flow of oil moves from a strip-like reservoir to a straight gallery. This fluid flow occurs when 
the oil field under development has several parallel, straight rows of production producing wells. In 
oil-bearing areas between parallel adjacent rows, oil filtration is also plane-parallel, which implies 
the practical importance of solving the problem of plane-parallel oil flow in this scientific article. For 
each filtration law, calculated hydrodynamic formulas for well operation parameters and oil reservoir 
development indicators are derived.
Results. The obtained models of oil flow rate, filtration rate, distribution law of current pressure, current 
pressure gradient, duration of oil advance in the drainage zone is expedient to use both in drawing up 
an optimal reservoir development project and for regulating and adjusting the oil recovery process of 
operating fields. Three stationary-hydrostatic problems are solved, in which the filtration processes obey 
only a general nonlinear law. All the basic calculation formulas that characterize the filtration processes 
are derived. By analyzing these formulas, it is possible to identify the nature of the influence of each well 
parameter and each reservoir development indicator. It is also possible to apply the obtained results to 
solve vatious theoretical problems of oil field development and when planning new fields development.

Key words: plane-radial stationary motion; incompressible oil; circular reservoir; linear Darcy's law; 
Generalized Darcy's law; Caesson's model; flow rate; filtration rate; pressure gradient; radius vector.
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